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Lema de Cousin 


Si ó:[a,b|— (0,co) es un gauge, entonces existe una 


partición etiquetada de [a,b] que es ó-fina. 


Prueba 

Por contradicción: 

Supongamos gue en [a, b] no existe alguna partición etiguetada 
ó-fina. Llamemos I = [a, b], y sea d = (a+ b)/2 el punto medio 
del. Entonces, podemos considerar los intervalos [a, d] y [d, b]. 
Luego decimos que al menos uno de ellos, [a, d] o [d, b], no tiene 
ninguna partición etiquetada $-fina. %(Esto por la suposición) Yo. 

%(Al decir “al menos”, nos dice que pueden ser ambos). 90 

Denotemos con [4 = [c,,k, | al intervalo que no tiene ninguna 
partición etiquetada ó-fina. Ahora, sea dı = (ca + kı )/2 punto 
medio de [c,, kı |. Entonces tendríamos [c,,d; |, [d,,k, ] Haciendo 
lo mismo que el paso anterior, decimos entonces que al menos uno 
de los dos, [c,,d, ] [d,,k, |, no tiene ninguna partición etiquetada 
S-fina. Elegimos el intervalo que no posee partición etiquetada 
ó-fina alguna y lo llamamos I; = [c;,k; |. 

Hacemos lo mismo que el procedimiento previo: sea d, punto 


medio de [7 ... infinitamente. 


De esta manera se consigue una sucesión (Injn-i de intervalos no 
ó-finas de modo que 

fot DS Hoz B 
y la longitud m(l,) = 0. Denotando con m a la longitud. 
Por la propiedad de encaje de Cantor, existe un único xy € I tal que 
Nñ=1 In = {X0} 
% (In es no ó-fina, su tamaño es cero) 99 
Hasta aquí Ip no es ó-fina.................. C) 
Sabemos que ó(x) > 0. Por propiedad de Arquímedes podemos 


encontrar un n E N tal que la longitud 


m(l,) = — < ó(x) ... ... ..... (1) 


90 = 2 al ser menor que delta ya es delta fina, y su tamaño, i. e., longitud, es practicanete cero) % 
Por (i) vemos que In € (Xp — (xo), Xo + ó(xo)), por lo tanto el par 
(Xo,I,) es una partición etiquetada ó-fina. (Contradice a (*)). 
Entonces lo que hemos supuesto es falsa. Yo(Aquí, In es un intervalo que 

tiene una partición con un único subintervalo que es él mismo) % 


Xy es la etiqueta de esta partición. 


Por lo que debe ser que [a, b] posee una partición ó-fina. El 


Obs: Ip es un subintervalo de [a,b] muy pequeño (análogo al 


Conjunto de Cantor); al final Ip había sido $-fina.O sea, podríamos 


cubrir con In UI, U In U ... a [a,b], con In del mismo tamaño, por 
ejemplo. Con esto en [a,b] habría una partición ó-fina. Así, se 
prueba el lema. % (Unión de ó-fina es también delta fina 


(corolario...)). 90 
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